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Zárójelentés a "Mikro-kontinuumok képlékeny alakváltozása" című OTKA kutatási 
témához 
 
 
 
A kutatás eredményeinek ismertetése 
 
A kutatások elsősorban a mikropoláris kontinuumok rugalmas-képlékeny alakváltozás 
modellezésében való alkalmazására vonatkoztak. 
A kutatás első évében áttekintettük a mikropoláris kontinuumok különböző modelljeit és 
a hozzájuk kapcsolódó numerikus eljárásokat. A rugalmas-képlékeny alakváltozások 
leírására vonatkozó modelleket részletesebben elemeztük, de a szakirodalom áttekintését 
valamennyi mikro-kontinuum modellre (micropolar, microstretch, micromorhic) 
elvégeztük (ez közel 300 szakcikk összegyűjtését és rendszerezését jelentette). 
 
A kis rugalmas-képlékeny mikropoláris kontinuum anyagmodellre egy új képlékenységi 
feltételt dolgoztunk ki, amely a Mises-féle képlékenységi feltétel általánosítását jelenti. A 
szakirodalomban korábban javasolt képlékenységi feltételek túlnyomó részben két 
dimenziós esetre voltak megadva. A javasolt új modell általános háromdimenziós esetre 
vonatkozik és tartalmazza a feszültségi és feszültségpár tenzorokat, valamint Lakes által 
bevezetett anyagjellemzőket. 
 
Ennek az új képlékenységi feltételnek a numerikus (végeselemes) alkalmazása során, 
első lépésként a "klasszikus" (nem poláris) rugalmas-képlékeny anyagmodellek 
anyagegyenleteinek integrálásával foglalkoztunk. A konstitutív egyenletek integrálásával 
kapcsolatban egy - immár harminc éve nyitott - problémát sikerült megoldani. 
Nevezetesen, az izotrop, lineáris keményedő modellre egzakt megoldást sikerült 
előállítani, a Mises-féle képlékenységi feltétel esetében (F3). Továbbá, ennek az 
eredménynek a felhasználásával megadtuk a kombinált izotróp-kinematikai modellre is 
az egzakt megoldást (F4). Az alkalmazott megoldási technika a deviátoros síkban 
értelmezett szögjellegű változó bevezetésére épül. Ezen szög változását leíró diﬀerenciál-
egyenlet megoldását a nemteljes bétafüggvény felhasználásával lehet megkapni.  Az eljárás a 
konstans alakváltozási  sebességek esetén alkalmazható, amely a végeselemes 
eljárásokban széles körben elfogadott. Ugyanis a feszültségszámítási eljárás ("stress 
updating") során elfogadott közelítés, hogy az alakváltozási növekményen belül az 
alakváltozási sebességet állandónak tekintjük. 
Hasonló egzakt integrálási módszert dolgoztunk a konstans feszültség-sebességek esetére 
is. Ekkor az anyagtörvényt deﬁniáló feszültség-alakváltozás kapcsolati egyenlet inverz 
alakjának az alakváltozási mezőre vonatkozó megoldását állítottuk elő abban az esetben, 
amikor a független változó az előírt feszültségmező.   
 
A hidrosztatikus feszültségi állapottól függő képlékeny alakváltozás esetére történő 
kiterjesztésre is sor került. Ez a Drucker-Prager-féle képlékenységi feltétel alkalmazását 
jelentette (F1). 
 
Az eredményeket sikerült a mikropoláris kontinuumokra is kiterjeszteni. Ekkor a 
feszültség és feszültségpár tenzorokat, illetve az alakváltozási és görbületi tenzorokat 
egy-egy általánosított feszültség és alakváltozás tenzorral adtuk meg egyesítve. A 
kidolgozott egzakt integrálási eljárásban ezeket az általánosított tenzorokat alkalmazzuk, 
és így az algoritmus ugyanúgy használható, mint a nem poláris kontinuumok esetén. 
(M1)    
  
A kutatás keretében az új megoldásokhoz kapcsolódó teljes körű numerikus 
feszültségszámítási algoritmusokat dolgoztunk ki, melyek a végeselemes számításokba 
történő beépítéshez szükségesek. Az egzakt feszültségszámító formulákhoz tartozó 
konzisztens érintőtenzorokat is előállítottuk, ami kulcsfontosságú a végeselemes 
számítások esetén a globális nemlineáris egyenletrendszer megoldásánál a megfelelő 
konvergencia biztosítása érdekében. Kutatási célú végeselemes programot dolgoztunk ki 
(Fortran nyelven, valamint a MATHEMATICA környezetben) a mikropoláris 
kontinuumok numerikus vizsgálatához. A kidolgozott numerikus módszereket az Abaqus 
kereskedelmi végeselemes programba is implementáltuk az UMAT (user material) 
felhasználói környezet segítségével (F2, F3). 
 
A kutatási eredmények hasznosításának lehetőségei. 
 
Az újonnan előállított feszültség és alakváltozás megoldások alkalmazhatóságát, 
hatékonyságát számos numerikus tesztpéldán végzett számítások igazolják. A legfőbb 
előnye az újonnan közölt feszültségszámító eljárásoknak, hogy a feszültségre kapott 
egzakt megoldásra épülnek, emiatt a numerikus számításoknál nagy pontosságot 
biztosítanak. Az új feszültség és alakváltozás megoldások felhasználásával referencia 
megoldásokat állíthatunk elő rugalmas-képlékeny számításokhoz, melyeket további 
numerikus eljárások tesztelésére használhatunk. A kutatási munkában kidolgozott 
eredmények felhasználhatóak bonyolultabb anyagmodellekhez történő egzakt 
megoldások előállításánál is. 
 
A pályázat célkitűzéseinek teljesítése 
 
A kutatási célkitűzésekben foglaltak csak részben teljesültek. A mikropoláris 
kontinuumok esetén csak a  kis alakváltozásokra vonatkozó kutatásokkal foglalkoztunk. 
A véges alakváltozásokra vonatkozó kutatásokkal sajnos idő és kutatói kapacitás 
hiányában (a résztvevő kutatók közül egy személy 2010-ben távozott a Műszaki 
Mechanikai tanszékről) nem tudtunk érdemben foglalkozni. Azonban, a  kis rugalmas-
képlékeny alakváltozásokra vonatkozó kutatási eredmények igen hasznosnak 
mutatkoztak, amit a viszonylag rövid idő alatt született hivatkozások igazolnak. Valamint 
ebben a témában sikeres PhD. disszertáció is kidolgozásra került (F5). 
 
Megjegyzés  
A véges alakváltozásokra vonatkozó, valamint a "micromorhic" kontinuumokkal 
kapcsolatos kutatások a jelen OTKA téma lezárása után is intenzíven folytatódnak, és 
várhatóan az OTKA téma keretében kapott támogatásnak (kutatási időszakban 
megalapozott erőforrásoknak, kialakított szakmai kapcsolatoknak) köszönhetően, néhány 
további publikációra is sor kerül.  
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